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В работе рассматривается задача определения правой части уравнения попереч-

ных колебаний стержня. Эта задача приводится к задаче оптимального управления. 
Доказывается необходимое и достаточное условие оптимальности. 

Известно, что ряд задач математической физики, техники, механики и т.д. опи-
сываются уравнениями с частными производными четвертого порядка. Из таких  урав-
нений отметим уравнение колебаний камертона, стержня, уравнение колебаний вра-
щающихся валов, качки судна, уравнение колебаний пластин и т.д. [1,2,3,4 ]. Поэтому 
исследование  задач оптимального управления в процессах, описываемых такими  урав-
нениями является актуальным.  
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Постановка задачи: Рассмотрим краевую задачу для уравнения по-

перечных колебаний стержня 
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( ) ( ),0, 0 xxu ϕ= ( ) ( ),0, 1 xxut ϕ=                   ( )2  
( ) 0,0 =tu , ( ) ,0, =tlu  ( ) ,0,0 =tux  ( ) ,0, =tlux                 ( )3  

где ( )lW ,0
0

2
20 ∈ϕ , ( )lL ,021 ∈ϕ  - заданные функции, а функция ( ) ( )QLtxv 2, ∈  

подлежит определению. 
Отметим, что при каждой фиксированной функции ( ) ( )QLtxv 2, ∈  

краевая задача ( ) ( )31 −  имеет единственное обобщенное решение из про-
странства   ( )QW 1,2

2  [ ]75 − .  
Чтобы определить ( )txv , , зададим дополнительное условие  

( ) ( ),,0 ttxu ϕ=            ( )4  
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где ( )lx ,00 ∈ , а ( ) ( )TLt ,02∈ϕ - заданная функция. 
Эту задачу приводим к следующей задаче оптимального управле-

ния: требуется определить такую функцию  ( ) ( )QLtxv 2, ∈ , которая   ми-
нимизирует функционал  

( ) ( ) ( )( ) dttvtxuvJ
T 2

0
0 ;,

2
1
∫ −= ϕ

          
( )5  

вместе с решением краевой задачи ( ) ( )31 − . Функцию ( )txv , - назовем 
управлением.  

Если мы найдем такое управление ( )txv , , что оно доставляет функ-
ционалу ( )5  нулевое значение, тогда дополнительное условие ( )4  выпол-
няется. 

Покажем что, ( )
( )

0inf
2

=
∈ QLv

vJ . 

Этот вопрос эквивалентен вопросу о плотности в ( )TL ,02  образа 
( )QL2  при отображении         

( )vtxuv ;,0→ .           ( )6  
Для решения этого вопроса применим теорему Хана-Банаха [ ]8 . Пусть 

( )t0ψ -заданная функция из ( )TL ,02  такая, что  

    ( ) ( ) 0;, 0
0

0 =∫ dttvtxu
T

ψ , ( )QLv 2∈∀ .        ( )7  

Мы хотим выяснить, будет ли отсюда следовать, что ( ) 00 =tψ . 
Введем функцию ( )txw , - как решение задачи  
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( ) 0, =Txw ( ) ,0, =Txwt                    ,0 lx ≤≤          ( )9  
( ) ,0,0 =tw ( ) ,0, =tlw ( ) ,0,0 =twx ( ) ,0, =tlwx    ,0 Tt ≤≤         ( )10

     
где ( )tx,δ -дельта функция Дирака. 

Можно показать, что эта задача имеет единственное обобщенное 
решение в ( )QW 1,2

2 [ ]7,6 . 
В силу определения обобщенного решения задачи ( ) ( )31 −  имеем: 

при 0=t  выполняется условие ( ) ( )xxu 00, ϕ=  и следующее интегральное 
тождество для произвольной функции ( )QW 1,2

2∈η , ( ) ,0,0 =tη  ( ) ,0, =tlη  
( ) ,0,0 =txη   ( ) .0, =tlxη  
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А в силу определения обобщенного решения задачи ( ) ( )108 −  имеем: при  
Tt =  выполняется ( ) 0, =Txw  и интегральное тождество 
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2 QWg ∈∀ ( ) ,0,0 =tg  ( ) ,0, =tlg ( ) ,0,0 =tgx  ( ) .0, =tlgx  

Теперь в ( )11  за функцию η  берем ( )txw , , а в ( )12  за функцию g бе-
рем ( )vtxu ;, , из ( )11  вычтем ( )12 , тогда имеем: 
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( )QLv 2∈∀ . 

Отсюда в силу условия ( )7  получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,00,0,,,
0
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
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∂
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Q
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t
xwxuxwxudxdttxwtxv ( )QLv 2∈∀ . 

Если это соотношение записать для произвольных ( )txv ,1  и ( )txv ,2 , 
из полученных двух равенств, следует, что  

( ) ( )( ) ( )∫∫ =−
Q

dxdttxwtxvtxv ,0,,, 21   ( )QLvv 221, ∈∀ . 

Тогда отсюда следует, что ( ) 0, =txw почти всюду в Q .  
Поскольку ( )txw ,  как решение задачи ( ) ( )108 −  является непрерыв-

ной функций на Q , ( ) 0, ≡txw , ( ) Qtx ∈, , поэтому из ( )7  следует, что 
( ) 00 =tψ . Таким образом, мы получаем,  что ( )

( )
0inf

2

=
∈ QLv

vJ . 

Покажем, что функционал ( )5 дифференцируем в ( )QL2 . 
Введем следующую сопряженную задачу к задаче ( ) ( ) ( )5,31 − . 

( ) ( )[ ] ( ),;, 04

4
2

2

2

xxtvtxu
x

a
t

−−−=
∂
∂

+
∂
∂ δϕψψ

       
( )13  

( ) 0,0 =tψ , ( ) ,0, =tlψ ( ) ,0,0 =txψ ( ) ,0, =tlxψ      ( )14  
( ) 0, =Txψ , ( ) .0, =Txtψ         ( )15  

Берем два управления: ( )txv , , ( ) ( ) ( )QLtxvtxv 2,, ∈+δ . 
Найдем приращения функционала ( )5  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]{ } ,;,;,
2
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22
0 dttvtxutvvtxuvJvvJvJ

T

∫ −−−+=−+= ϕϕδδδ
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где 
( ) ( ) ( )txuvtxuvvtxu ,;,;, δδ +=+  

отсюда следует, что 
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а ( ) ( )QWtxu 1,2
2, ∈δ  является обобщенным решением следующей краевой 

задачи 
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т.е. для любой функций  ( )QW 1,2

2∈∀η , ( ) 0, =Txη , ( ) 0,0 =tη , ( ) 0, =tlη , 
( ) 0,0 =txη , ( ) ,0, =tlxη  выполняется интегральное  тождество  
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Поскольку функция ( )tx,ψ  является обобщенным решением задачи 
( ) ( )1513 −  для любой функции ( ),1,2

2 QWg ∈ ( ) ,00, =xg ( ) 0,0 =tg , 
( ) ,0, =tlg ( ) 0,0 =tgx , ( ) ,0, =tlgx  

выполняется интегральное тождество  
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В тождества ( )20  в место ( )tx,η  берем ( )tx,ψ , а в тождества ( )21  в место 
( )txg ,  берем ( )txu ,δ . Из полученного первого тождества вычтем второе 

тождество. 
Тогда имеем  

( ) ( )[ ] ( ) .0,;,
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Поэтому ( )16  и ( )22  следует, что 
( ) ( ) ( ) .,, RdxdttxvtxvJ

Q
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Покажем, что  
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Для доказательства оценку ( )25  применим метода Фаэдо - Галяркина. 
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Равенства ( )26  является системой линейных обыкновенных дифференци-
альных  уравнений второго порядка для неизвестных ( ) NktcN

k ,1, = , раз-

решенной относительно  2

2

dt
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k . Это система однозначно разрешима при 
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Последнее равенство интегрируем по t  от 0 до t ,  тогда имеем 
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В силу эквивалентности норм в пространстве ( )lW ,0
0
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Отсюда применяя лемму Грануолла получаем: 
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Из последнего неравенства следует,  что  
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Поэтому из последовательности Nuδ  можно выбрать подпоследователь-
ность,  сходящуюся  слабо в ( )QW 1,2

2  к некоторому элементу  ( )QWu 1,2
2∈δ . 

В силу слабой полунепрерывности снизу норму в гилбертом пространст-
ве, получаем, что для ( )txu ,δ  справедлива оценка 
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Поскольку ( )QW 1,2
2  ограниченно вложено в ( )TL ,02 [ ]70.,5 стр , отсюда 
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Покажем что, ( )txu ,δ  есть обобщенное  решение задачи ( ) ( )1917 − . 
Умножим каждое из соотношений ( )26  на свою функцию ( ) ( )TWtd j ,01

2∈ , 
( ) ,0=Td j полученные равенства просуммируем по всем j  от 1 до N  и 

проинтегрируем  по t  от 0  до T . После этого в первом члене проведем 
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справедливое при η∀  вида ( ) ( )∑
=

N

j
jj xtd

1
ω . Совокупность таких η  обозна-

чим через NR . В ( )31  можно перейти к пределу по выбранной выше под 
последовательности  при закрепленном η  из какого либо 

iNR . Это приве-
дет к тождеству ( )20  для предельной функции uδ  при 

iNR∈∀η . Но 


∞

=1N
nR  плотно в ( )QW 1,2

2 , а ( )QWu 1,2
2∈δ , следовательно ( )20  будет выпол-

нятся для ( )txu ,δ . Так что, предельная функция ( )txu ,δ  есть обобщенное 
решение из ( )QW 1,2

2  задачи ( ) ( )1917 − .  
Таким образом, из ( )31  мы получаем, что 

      ( ).
2

2 QL
vcR δ≤                ( )33  

Тогда из ( )23  и ( )33  следует, что градиент  функционал ( )vJ  равняется  
( ) ( ).,txvJ ψ−=′  

Теорема: Для того чтобы управление ( )txv ,0  было оптимальным управ-
лением в задаче ( ) ( ) ( )5,41 −  необходимо и достаточно ( ) 0, =txψ , ( ) Qtx ∈, . 
Доказательство:  Пусть ( )txv ,0  оптимальное управление в задаче 
( ) ( ) ( )6,41 − , тогда в силу известной теоремы из [ ]9  

( ) 0, 0 ≥−′ vvvJ , ( )QLv 2∈∀ ,  
т.е.  

( )( ) ( ) ( )( ) 0,,, 0 ≥−−∫∫ dxdttxvtxvtx
Q

ψ , ( )QLv 2∈∀ . 

отсюда следует, что 
( ) ( ) 0,0 ==′ txvJ ψ . 

Из последнего равенства получаем необходимость теоремы. Так как зада-
ча ( ) ( ) ( )5,41 −  является линейно-квадратичной задачей,  полученное усло-
вие являются и достаточным для оптимальности управления ( )txv ,0 . 
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ÇUBUĞUN ENİNƏ RƏQSLƏRİ TƏNLİYİNİN  

SAĞ TƏRƏFİNİN TƏYİNİ HAQQINDA 
 

H.F.QULİYEV, A.T.RAMAZANOVA 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə çubuğun eninə rəqsləri tənliyinin sağ tərəfinin təyini haqqında məsələyə baxılıb. Bu 
məsələ optimal idarəetmə məsələsinə gətirilib. Optimallığın zəruri və kafi şərtləri çıxarılıb və 
optimal idarəedici optimallıq şərtinin köməyilə isbat olunub . 

 
Açar sözlər: çubuq, eninə rəqs, optimal idarəetmə məsələsi. 

 
 

DETERMİNATİON OF THE RİGHT SİDE OF THE EQUATION  
OF TRANSVERSAL VİBRATİONS OF A BAR 

 
H.F.GULIYEV, A.T.RAMAZANOVA 

 
SUMMARY 

 
In this paper the problem of determining the right side of the equation of transversal vi-

brations of a bar is considered. This problem is reduced to the optimal control problem. The 
necessary and sufficient condition of optimality is introduced and optimal control is proved by 
using the optimal condition. 

  
Key words: bar, transversal vibrations, optimal control problem. 
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